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Week 09 Answers 

 09 تکالیف هفتهپاسخنامه  

 

 پاسخ سوال اول : 

 ها . تحلیل اولیه مسئله و چالش۱

 سروکار داریم و دو نوع عملیات از ما خواسته شده است: 𝑛ما با یک آرایه به طول 

,𝑙]به تمام عناصر بازه 𝑣اضافه کردن مقدار  .1 𝑟] 

,𝑙]محاسبه مجموع عناصر در بازه   .2 𝑟] 

 کنند؟( کار نمیNaiveهای ساده )چرا روش

( روی آرایه حرکت کنیم، برای اضافه کردن مقادیر یا محاسبه  Loopاگر بخواهیم با یک حلقه ساده )
خواهد بود. با توجه به اینکه 𝑂(𝑛)مجموع، در بدترین حالت باید کل آرایه را پیمایش کنیم. زمان این کار 

رسد، زمان کل برنامه در بدترین حالت  می200,000( تا 𝑛( و اندازه آرایه ) 𝑞ها ) تعداد درخواست
𝑂(𝑛 × 𝑞) 4یعنی حدود ×  Timeعملیات خواهد شد که قطعاً باعث خطای محدودیت زمان )1010

Limit Exceededشود. ما به روشی نیاز داریم که هر دو عملیات را در زمان ( می𝑂(log⁡ 𝑛) .انجام دهد 

 
 (Prefix Sumای به مجموع پیشوندی ). استراتژی حل: تبدیل مجموع بازه ۲

,𝑙]دانیم که مجموع عناصر در بازه می 𝑟]توان با استفاده از تفاضل دو مجموع پیشوندی محاسبه را می
 تعریف کنیم، آنگاه: 𝑥تا اندیس 1را برابر با مجموع عناصر از اندیس  𝑆(𝑥)کرد. اگر تابع  

𝑆𝑢𝑚(𝑙, 𝑟) = 𝑆(𝑟) − 𝑆(𝑙 − 1) 
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( را در  𝑥)مجموع پیشوندی تا اندیس 𝑆(𝑥)چگونه تابع  شود: پس مسئله اصلی ما به این تبدیل می 
⁡𝑂(logزمان   𝑛) محاسبه کنیم، در حالی که آرایه مدام در حال تغییر است؟ 

 
 حل: کشف فرمول ریاضی با آرایه تفاضلی. قلب تپنده راه ۳

,𝑙]برای اینکه بتوانیم روی یک بازه   𝑟] به سرعت مقدار𝑣  »را اضافه کنیم، از تکنیک »آرایه تفاضلی
(Difference Arrayاستفاده می )ای به نام کنیم. فرض کنید آرایه𝐷 .داریم 

,𝑙]اگر بخواهیم به بازه  𝑟]  مقدار𝑣کنیم: را اضافه کنیم، در آرایه تفاضلی فقط دو تغییر ایجاد می 

1. 𝐷[𝑙] = 𝐷[𝑙] + 𝑣 

2. 𝐷[𝑟 + 1] = 𝐷[𝑟 + 1] − 𝑣 

برابر است با مجموع  𝐴[𝑥]( به این شکل است که هر عنصر  𝐷( با آرایه تفاضلی ) 𝐴ارتباط آرایه اصلی )
 :𝑥تا اندیس 𝐷عناصر  

𝐴[𝑥] =∑𝐷[𝑖]

𝑥

𝑖=1

 

 

محاسبه کنیم. مجموع پیشوندی برابر 𝐷را بر اساس آرایه 𝑆(𝑥)خواهیم مجموع پیشوندی یعنی حالا می
 : 𝑥ها تا اندیس  𝐴[𝑖]است با مجموع تمام  

𝑆(𝑥) =∑𝐴[𝑖] =

𝑥

𝑖=1

∑∑𝐷[𝑗]

𝑖

𝑗=1

𝑥

𝑖=1

 

 

 شود:اگر این مجموع دوگانه را روی کاغذ باز کنیم، الگوی بسیار زیبایی پدیدار می

 شود(.بار تکرار می𝑥حضور دارد )یعنی 𝐴[𝑥]تا 𝐴[1]در محاسبه 𝐷[1]عنصر  

𝑥حضور دارد )یعنی 𝐴[𝑥]تا 𝐴[2]در محاسبه 𝐷[2]عنصر   −  شود(.بار تکرار می1
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𝑥)دقیقاً 𝐷[𝑖]به طور کلی، عنصر  − 𝑖 +  شود. بار تکرار می(1

 توانیم فرمول را به شکل زیر ساده کنیم:پس می

𝑆(𝑥) =∑𝐷[𝑖] × (𝑥 − 𝑖 + 1)

𝑥

𝑖=1

 

 

 کنیم: ( میExpandویک محاسبه کنیم، فرمول را پخش )حالا برای اینکه بتوانیم این را با درخت فن

𝑆(𝑥) =∑(𝐷[𝑖] × 𝑥 − 𝐷[𝑖] × (𝑖 − 1))

𝑥

𝑖=1

 

 

𝑆(𝑥) = 𝑥 × (∑𝐷

𝑥

𝑖=1

[𝑖]) − (∑𝐷

𝑥

𝑖=1

[𝑖] × (𝑖 − 1)) 

 

دو درخت  زند که برای محاسبه مجموع پیشوندی، به این فرمول نهایی است! این معادله به ما فریاد می
 نیاز داریم.  ویک مستقلفن

 
 ویک در کد شما. نقش هر درخت فن۴

 . bit2و  bit1اید: ساخته Fenwickبا توجه به فرمول بالا، شما در کدتان دو شیء از کلاس 

 (: bit1درخت اول ) 

∑وظیفه این درخت نگهداری قسمت اول فرمول، یعنی  𝐷[𝑖]
𝑥

𝑖=1
 است.

 کنید:به این شکل عمل می range_addآید، شما در تابع می ADD l r vوقتی دستور 

 کنید. اضافه می𝑣مقدار 𝑙به اندیس  •

𝑟به اندیس  • +  کنید. اضافه می𝑣−مقدار 1

 (:bit2درخت دوم ) 
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∑وظیفه این درخت نگهداری قسمت دوم فرمول، یعنی  𝐷[𝑖] × (𝑖 − 1)
𝑥

𝑖=1
 است.

 کنیم: (𝑖−1)آید، طبق این الگو، باید مقدار تغییرات را ضربدر می ADD l r vوقتی دستور 

𝑖)که اندیس شروع تغییر است، یعنی  𝑙برای اندیس   • = 𝑙  باید مقدار ،)𝑣 × (𝑙 −  را اضافه کنید.(1

𝑟برای اندیس   • + 𝑖)که اندیس پایان تغییر است، یعنی  1 = 𝑟 + 𝑣−(، باید مقدار  1 × ((𝑟 +

1) − 1) = −𝑣 × 𝑟 .را اضافه کنید 

 نقص اجرا کرده است. دقیقاً همین دو مرحله را بی range_addکد شما در تابع 

 
 وجو( ها )پرس سازی کوئری. پیاده۵

 کند: به راحتی همان فرمول ریاضی را ترجمه می prefix_sum(x)با داشتن این دو درخت، تابع 

return x * bit1.query(x) - bit2.query(x) 

 گرداند: نیز تفاضل دو مجموع پیشوندی را برمی range_sum(l, r)و تابع 

return prefix_sum(r) - prefix_sum(l - 1) 

 
 ( Initializationدهی اولیه ) . مقدار۶

وجود دارد. به جای اینکه برای مقداردهی اولیه یک منطق  𝐴آرایه در ابتدا خالی نیست و مقادیری در 
 اید:پیچیده بنویسید، شما بسیار هوشمندانه عمل کرده

  ADD i i A[i]، در واقع یک عملیات 𝐴[𝑖]اید که هر عنصر اولیه اید و فرض کرده نوشته  forیک حلقه 
(. با این کار، مقادیر اولیه دقیقاً وارد هر دو درخت  ۱ای به طول است )یعنی اضافه کردن مقدار به بازه 

 گردد. های بعدی میشوند و سیستم آماده پاسخگویی به درخواستویک میفن

 
 ( Complexity Analysis. پیچیدگی زمانی و فضایی )۷

 پیچیدگی زمانی: •
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شود  انجام می idx += idx  &-idxآرایی ویک با استفاده از بیتهای درخت فن عملیات حرکت روی گره 
 است. بنابراین ارتفاع درخت همیشه لگاریتمی است. ۲های عدد هایی روی توانکه پرش 

⁡ADD  :𝑂(logزمان هر دستور  𝑛) 

⁡SUM :𝑂(logزمان هر دستور  𝑛) 

⁡𝑂(𝑛logزمان ساخت اولیه آرایه:   𝑛) 

𝑂((𝑛کوئری: 𝑞زمان کل برنامه برای  + 𝑞)log⁡ 𝑛) که برای𝑛, 𝑞 = العاده سریع است و شرط فوق200,000
 کند. سوال را پاس می

 (:Memoryپیچیدگی فضایی ) •

𝑛از اندازه  bit2و  bit1ما دو آرایه  + است که بسیار  𝑂(𝑛)ایم. پس حافظه مصرفی از مرتبه  ساخته1
 بهینه است.

 گیری نهایی نتیجه

نویسی رقابتی برای حل ها در برنامهترین و در عین حال قدرتمندترین روش حل یکی از کلاسیکاین راه
(، Segment Treeاست. نسبت به درخت سگمنت ) Range Update / Range Queryمسائل 

 Timeتر، حافظه مصرفی آن کمتر و ثابت زمانی )ویک بسیار کوتاهسازی این روش با درخت فنپیاده 
Constant نقص است. تر است. کد نوشته شده از نظر ریاضی و منطق کاملاً بی( آن به شدت پایین 

autorenewthumb_upthumb_down 

 

 پاسخ  سوال دوم : 

 (Naive Approachهای ساده ). تحلیل مشکل روش1

𝑛بعدی ساده به ابعاد  ی دواگر بخواهیم این مسئله را با یک آرایه × 𝑚 :حل کنیم 

 شود.انجام می𝑂(1): در زمان ADD x y vعملیات  •

ی تودرتو برای پیمایش کل مستطیل است. در : نیازمند دو حلقه SUM x1 y1 x2 y2عملیات  •
𝑂(𝑛گیری از کل دشت(، این عملیات به زمان بدترین حالت )گزارش  × 𝑚).نیاز دارد 
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1000با توجه به اینکه ابعاد زمین حداکثر  × عملیات 1,000,000است، هر کوئری ممکن است 1000
𝑞بطلبد. برای   = 2ها به درخواست، تعداد کل عملیات200,000 × ها رسد که اجرای آن ساعتمی1011

 شود.می Time Limit Exceeded (TLE)کشد و باعث خطای طول می

 ( 2D Fenwick Treeبعدی )ویک دو. استراتژی حل: درخت فن۲

برای فرار از غضب پادشاه، باید ساختاری داشته باشیم که هم آپدیت و هم کوئری را سریع انجام دهد. 
⁡𝑂(log( که در یک بُعد زمان  Binary Indexed Treeویک )درخت فن 𝑛)دهد، به راحتی قابل را ارائه می

 سازیم. می bit[n+1][m+1]بعدی ی دوتعمیم به دو بُعد است. در این حالت، ما یک آرایه

 کند. ی این درخت، مجموع محصولات یک زیرمستطیل خاص از دشت را در خود ذخیره می هر خانه

 2D Fenwick Treeها در . کالبدشکافی عملیات۳

 کاشت بذر جادویی(:  - Updateروزرسانی )الف( به

,𝑥)ی را به نقطه 𝑣خواهیم مقدار  وقتی می 𝑦)ویک که  هایی در درخت فناضافه کنیم، باید تمام مستطیل
 دهند، آپدیت کنیم. این نقطه را پوشش می 

𝑖کنیم و با استفاده از فرمول جادوییِ  شروع می𝑥برای پیمایش سطرها از  • ← 𝑖 + (𝑖 & − 𝑖) به
 رویم. سمت بالا می

𝑗شروع کرده و با فرمول 𝑦ها از ، برای ستون𝑖به ازای هر سطر  • ← 𝑗 + (𝑗 & − 𝑗)  در آن بُعد
 نماییم.اضافه می  bit[i][j]را به 𝑣کنیم و مقدار  حرکت می

⁡𝑂(logاین کار در زمان  𝑛 × log⁡𝑚)شود.انجام می 

 (:Prefix Sum Queryمحاسبه مجموع پیشوندی ) ب( 

,1)ی های مستطیلی که از گوشهمجموع تمام خانه query(x, y)تابع  ,𝑥)ی تا گوشه(1 𝑦)  امتداد دارد را
 گرداند. برمی

ترین بیت روشن یعنی ارزش کنیم و با کم کردن کمبرای این کار دقیقاً برعکس آپدیت عمل می •
𝑖 ← 𝑖 − (𝑖 & − 𝑖)پیماییم. مسیر را به سمت مبدأ می 

 ج( محاسبه مستطیل دلخواه )اصل شمول و عدم شمول(: 



 

  
 

Week 09 HW Answers Spring 2026 

,𝑥1)های پادشاه مجموع خانه 𝑦1) تا(𝑥2, 𝑦2)خواهد. ما تابع را میquery   را داریم که فقط از مبدأ
(1, ( استفاده Inclusion-Exclusion Principleکند. در اینجا از یک اصل زیبای ریاضی )حساب می(1

 کنیم: می

𝑆 = query(𝑥2, 𝑦2) − query(𝑥1 − 1, 𝑦2) − query(𝑥2, 𝑦1 − 1) + query(𝑥1 − 1, 𝑦1 − 1) 

 

,𝑥2)ابتدا کل مستطیل از مبدأ تا  • 𝑦2)گیریم. را می 

𝑥1)ی سمت چپ سپس مساحت اضافه • − 1, 𝑦2)کنیم. را کم می 

,𝑥2)ی بالای مستطیل سپس مساحت اضافه • 𝑦1 −  کنیم. را کم می(1

𝑥1)شده )یعنی مستطیل مبدأ تا چون تقاطع این دو بخشِ کم • − 1, 𝑦1 − ( دو بار کم شده (1
 کنیم تا تعادل برقرار شود.است، آن را یک بار اضافه می

 ( Complexity Analysis. تحلیل پیچیدگی )۴

 (: Time Complexityپیچیدگی زمانی ) •

⁡𝑂(logهر آپدیت:   • 𝑛 × log⁡𝑚) 

𝑂(4شود(: بار تابع پایه صدا زده می ۴هر کوئری )چون  • × log⁡ 𝑛 × log⁡𝑚) =

𝑂(log⁡ 𝑛 × log⁡𝑚) 

𝑂(𝑞عملیات برابر است با 𝑞برای   زمان کل: • × log⁡ 𝑛 × log⁡𝑚) با توجه به اعداد مسئله .
(200,000 × 10 × 10 ≈ 2 ×  شود.عملیات(، کد در کسری از ثانیه اجرا می 107

 (: Space Complexityپیچیدگی فضایی ) •

𝑛)نیاز داریم که اندازه آن  bitبعدی ما تنها به یک آرایه دو • + 1) × (𝑚 +  است.(1

𝑂(𝑛پیچیدگی حافظه   • × 𝑚)های فعلی )حدود یک میلیون خانه  خواهد بود که برای محدودیت
 صحیح( بسیار بهینه است. 

 

 پاسخ سوال سوم :
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مدیریت کنیم: تغییر مقدار یک عنصر در 𝑛خواهد تا دو عملیات را روی یک آرایه با طول سئله از ما میم
,𝑙]های وارونگی در یک بازهٔ مشخص  ( و شمارش تعداد جفتUpdateیک اندیس مشخص ) 𝑟](Query.) 

 کنند؟ های کلاسیک کار نمیچرا روش

های ممکن در یک بازه برای هر کوئری، با توجه به محدودیت  بررسی تمام جفت  :𝑂(𝑛2)روش   •
𝑛, 𝑞 ≤  شود.( میTime Limit Exceeded - TLEمنجر به خطای محدودیت زمان )200000

 Fenwickتوان با استفاده از یک در حالت عادی می :Fenwick Treeروش استفاده از فقط یک   •
Tree های کل آرایه را در زمان  سازی، تعداد وارونگیو مرتب𝑂(𝑛log⁡ 𝑛) پیدا کرد. اما وقتی نیاز به

داریم، ساخت مجدد یا  ایهای نقطهبروزرسانیو اعمال   های دلخواهزیربازه محاسبه وارونگی در 
⁡𝑂(𝑛logکپی کردن درخت برای هر کوئری زمان   𝑛)برد که در مجموع برای  می𝑞  کوئری به

𝑂(𝑞 × 𝑛log⁡ 𝑛)رسد و مجدداً باعث میTLE شود.می 

های بُعدی یا ترکیبی نیاز داریم که بتواند هم اطلاعات بازه -به همین دلیل، ما به یک ساختار دادهٔ دو
ها( و هم اطلاعات مقادیر )اعداد درون آرایه( را به صورت همزمان با پیچیدگی لگاریتمی  مکانی )اندیس

 مدیریت کند.

 ( Coordinate Compressionسازی مختصات )نیاز حیاتی: فشرده. پیش۲

و یا 109توانند تا شوند( میداده می Updateمقادیر عناصر آرایه )و همچنین مقادیری که در عملیات 
109−حتی منفی باشند ) ≤ 𝐴[𝑖] ≤ بر اساس مقادیر اعداد به عنوان  Fenwick Tree(. ساختار 109

2ای به طول  توانیم آرایهکند و نمیاندیس کار می ×  Memoryدر حافظه داشته باشیم )خطای 109
Limit Exceeded .) 

ها، تمامی مقادیر اولیه آرایه و تمام مقادیر جدیدی که در طول بنابراین، پیش از شروع ساخت درخت
کنیم تا مقادیر تکراری آوری می( جمعSetقرار است وارد شوند را در یک مجموعه )  UPDATEهای کوئری

سازی شده”  ها را مرتب کرده و به هر مقدار واقعی، یک “رتبه” یا “شناسه فشرده حذف شوند. سپس آن 
دهیم. از این پس، تمام ساختارهای تعداد کل مقادیر یکتای ممکن است( اختصاص می𝑀)که  𝑀تا 1از 

𝑛های کوچک )که نهایتاً در حدود  داده ما با این رتبه + 𝑞  کنند.هستند( کار می400000یعنی 

 . معماری ساختار داده ترکیبی۳
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هر نودِ های آرایه است که در های اندیسروی بازه  Segment Treeهسته اصلی راه حل، استفاده از یک 
 قرار دارد.  Fenwick Treeآن، یک 

( را به دو نیمه تقسیم  𝑛تا 1بازهٔ کل آرایه )از   ها(:اندیس -)بُعد اول  Segment Treeنقش  •
دهد. هر نود در این درخت ها( ادامه میعنصرها )برگ کند و این کار را تا رسیدن به تکمی

,𝐿]نماینده یک بازه مانند  𝑅]های آرایه است. از اندیس 

، یک Segment Treeدرون هر نودِ  مقادیر(:  -در هر نود )بُعد دوم  Fenwick Treeنقش  •
Fenwick Tree ( مجزا وجود دارد. وظیفه این درخت، نگهداری فراوانیFrequency  اعدادی )
,𝐿]است که در بازه  𝑅].وجود دارند 

 نگهداری اطلاعات وارونگی:

»تعداد  باید یک متغیر عددی برای ذخیره  Segment Tree، هر نودِ Fenwick Treeعلاوه بر 
 بازهٔ خود داشته باشد.  های داخلی«وارونگی

 کنیم: برای محاسبه وارونگی داخلی یک نود )که فرزند چپ و راست دارد(، از این فرمول استفاده می 

Internal Inversions = Inversions(Left Child) + Inversions(Right Child) + Cross Inversions 

 

هایی که عنصر بزرگتر در فرزند چپ و عنصر کوچکتر یعنی جفت  (Cross Inversionsوارونگی متقاطع )
 در فرزند راست قرار دارد.

 ( UPDATE i xروزرسانی ). پردازش عملیات به۴

( تغییر دهیم، مراحل  𝑣𝑛𝑒𝑤( به مقدار جدید ) 𝑣𝑜𝑙𝑑را از مقدار قدیمی ) 𝑖خواهیم مقدار اندیس وقتی می
 شود: ( انجام میBottom-Up( و سپس بازگشت به بالا )Top-Downزیر از ریشه به سمت پایین )

است 𝑖مسیری را از ریشه تا برگی که نماینده اندیس   Segment Treeدر  پیمایش رو به پایین: .1
 کنیم. طی می

هایی  بینیم )که همگی بازه در هر نودی که در این مسیر می ها: Fenwick Treeروزرسانی به .2
اختصاصیِ همان نود، فراوانی مقدار  Fenwick Treeِشوند(، در را شامل می𝑖هستند که اندیس  

𝑣𝑜𝑙𝑑کنیم و فراوانی مقدار را یکی کم می𝑣𝑛𝑒𝑤کنیم. را یکی اضافه می 
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وقتی تغییرات در برگ اعمال شد، در   های داخلی )در مسیر بازگشت(:روزرسانی وارونگیبه .3
 مسیر بازگشت به سمت ریشه، باید وارونگی داخلیِ هر نود را آپدیت کنیم. 

ساخته شده بودند از بین 𝑣𝑜𝑙𝑑شود تعدادی وارونگی که با باعث می𝑖تغییر مقدار در اندیس   •
 ساخته شوند.𝑣𝑛𝑒𝑤بروند و تعدادی وارونگی جدید با  

مثلاً در فرزند چپ آن است(، از 𝑖برای محاسبه دقیق این تغییرات در یک نود )که اندیس  •
Fenwick Treeِ  کنیم تا بفهمیم چند عنصر از فرزند راست استفاده می𝑣𝑜𝑙𝑑  کوچکتر/بزرگتر

ها را به وارونگی کل نود اعمال  کوچکتر/بزرگتر هستند و تفاوت آن𝑣𝑛𝑒𝑤اند و چند عنصر از بوده
 کنیم. می

 ( QUERY l rوجو ). پردازش عملیات پرس ۵

,𝑙]ها را در بازه دلخواه  خواهیم تعداد کل وارونگیوقتی می 𝑟]توانیم فقط پیدا کنیم، مستقیماً نمی
,𝑙]های یک نود را بخوانیم، زیرا بازه  وارونگی 𝑟] ممکن است ترکیبی از چندین نود استاندارد درSegment 

Tree  .باشد 

,𝑙]بازه  تجزیه بازه: .1 𝑟] را درSegment Tree  کنیم که در بدترین حالت به  تجزیه می𝑂(log⁡ 𝑛) نود
 شود. استاندارد )از چپ به راست( شکسته می

 های کل در این بازه برابر است با: مجموع وارونگی محاسبه مجموع: .2

⁡𝑂(logتمام این  های داخلیِ وارونگیمجموع  • 𝑛)  نود )که از قبل در نودها محاسبه و ذخیره شده
 است(.

 . های متقاطعِ بین این نودها وارونگیعلاوهٔ به •

⁡𝑂(logاز چپ به راست روی این   های متقاطع بین نودها:محاسبه وارونگی .3 𝑛) نود حرکت
اند، چند عدد وجود کنیم. برای هر نود، باید بدانیم در نودهایی که سمت چپ آن قرار داشته می

دارد که از اعداد داخل نود فعلی به شکل جفتی بزرگتر هستند. این کار با استفاده از کوئری زدن  
 شود.های مربوط به آن نودها انجام می Fenwick Treeروی 

 ( Complexity. پیچیدگی زمانی و مکانی )۶

𝑂((𝑛  سازی:زمان فشرده • + 𝑞)log⁡(𝑛 + 𝑞))شود.که فقط یک بار در ابتدا انجام می 
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⁡𝑂(logدارای عمق  Segment Treeدرخت   :UPDATEعملیات  • 𝑛) است. در هر نود از مسیر، یک
برد. بنابراین زمان  زمان می 𝑂(log⁡𝑀)دهیم که آن هم  انجام می Fenwick Treeعملیات روی 

⁡𝑂(logهر آپدیت  𝑛 × log⁡𝑀) .است 

⁡𝑂(logتجزیه به  :QUERYعملیات  • 𝑛)های متقاطع با استفاده از نود و محاسبه وارونگی
Fenwick Tree  ها، زمان اجرایی برابر با𝑂(log⁡2 𝑛).دارد 

ها پخش Fenwick Tree، عناصر آرایه در Segment Treeدر هر سطح از  (:Spaceحافظه ) •
logاند. چون عمق درخت شده 𝑛 است و مجموع عناصر در هر سطح برابر𝑛 است، پیچیدگی

⁡𝑂(𝑛logحافظه دقیقاً  𝑛) خواهد بود که برای𝑛 = کاملاً در محدوده مجاز و بهینه  200000
 است.

 

 پاسخ سوال چهارم : 

 های ذاتی الگوریتم . تحلیل صورت مسئله و چالش۱

( روبرو هستیم که دو وظیفه Dynamic Data Structureما در این مسئله با یک ساختار داده پویا )
 کلیدی و متضاد بر عهده دارد:

⁡𝑂(logها به صورت مرتب و متعادل در زمان پردازشی  الف( حفظ داده  𝑁). 

رنگ )ایزومورف(  شکل و همدقیقاً هم𝑉و  𝑈های ب( پاسخگویی به این سوال که آیا دو زیردرخت به ریشه
 هستند یا خیر. 

 Simultaneousهای سنتی برای بررسی ایزومورفیسم دو درخت، مبتنی بر پیمایش همزمان )روش
Traversal ها برابر با ( هر دو زیردرخت است. در این روش، اگر سایز زیردرخت𝐾 باشد، پیچیدگی زمانی

های بزرگ اعمال شوند، پیچیدگی ها روی زیردرخت خواهد بود. در بدترین حالت که کوئری 𝑂(𝐾)مقایسه  
𝑂(𝑄کل به  × 𝑁)کوئری( قطعاً منجر به خطای 105های بالا )مثلاً رسد. این زمان برای تعداد کوئری می

Time Limit Exceeded (TLE .خواهد شد ) 

ها پاسخ  به کوئری 𝑂(1)بنابراین، نیازمند مکانیزمی هستیم که فارغ از سایز زیردرخت، در زمان ثابت 
 است.  (Tree Hashingهشینگ درخت )دهد. راهکار قطعی این چالش، استفاده از مفهوم پیشرفته 
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 ( Hash Function Design. طراحی ریاضی تابع هش )۲

 Hash، باید به هر زیردرخت یک »اثر انگشت ریاضی« )𝑂(1)برای مقایسه دو ساختار پیچیده در زمان  
Value  یکتا اختصاص دهیم. در صورتی که اثر انگشت دو زیردرخت کاملاً یکسان باشد، با تقریب بسیار )

 نزدیک به یقین، آن دو زیردرخت از نظر هندسی و مقادیر یکسان هستند. 

 تابع هش ما در این درخت باید چهار ویژگی حیاتی گره را در خود جای دهد: 

 های قرمز یا سیاه.(: تأثیرگذاری مستقیم رنگ𝐶𝑣رنگ گره ) •

 های موجود در آن زیردرخت.(: تعداد کل گره 𝑆𝑣اندازه زیردرخت ) •

 (: کدگذاری ساختار زیردرخت سمت چپ.𝐻𝑙𝑒𝑓𝑡هش فرزند چپ )  •

 (: کدگذاری ساختار زیردرخت سمت راست.𝐻𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡هش فرزند راست )  •

(، از اعداد اول بزرگ  Collisionبه منظور ترکیب این پارامترها و به حداقل رساندن احتمال برخورد ) 
(Prime Numbers استفاده شده است. فرمول ریاضی پیاده )  سازی شده در هسته الگوریتم به شرح زیر

 است:

𝐻(𝑣) = ((𝐶𝑣 × 𝑃𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 + 𝑆𝑣 × 𝑃𝑠𝑖𝑧𝑒) + (𝐻𝑙𝑒𝑓𝑡 × 𝑃𝑙𝑒𝑓𝑡) + (𝐻𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 × 𝑃𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡))(mod𝑀) 

 

𝑃𝑙𝑒𝑓𝑡سازی ما است )در پیاده𝑃𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡و 𝑃𝑙𝑒𝑓𝑡نکته بسیار مهم در این فرمول، تفاوت مقادیر  = و 313
𝑃𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = (. اگر این دو مقدار یکسان بودند، درختی که فقط یک فرزند چپ دارد، با درختی که دقیقاً 317

کردند؛ در حالی که از نظر هندسی نامتقارن همان فرزند را در سمت راست دارد، هش یکسانی تولید می
109نیز برابر با 𝑀و متفاوت هستند. پیمانه  + تعیین شده است تا محاسبات از محدوده اعداد صحیح  7

 ( جلوگیری شود.Overflowفراتر نرفته و از سرریز حافظه )

 سیاه پویا -ها در درخت قرمزروزرسانی هش. مهندسی به۳

شود که درخت در ای است، اما چالش اصلی زمانی آغاز میتولید هش برای یک درخت ایستا کار ساده
سیاه  -روز نگه داریم. درخت قرمزها را همواره معتبر و بهحال چرخش و تغییر رنگ است و ما باید هش

(RBT  برای حفظ ارتفاع خود در محدوده )2log⁡ 𝑁کند:، پس از هر درج از دو عملیات استفاده می 

 (:Rotationsها ) الف( مدیریت چرخش 
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رود و فرزند راست آن، یعنی  تری میبه سطح پایین𝑋شود،  انجام می𝑋زمانی که چرخش به چپ روی گره  
𝑌های گیرد. در این حالت، زیردرخت، جایگاه او را می𝑋 و𝑌شوند. در دستخوش تغییرات بنیادین می

)که اکنون فرزند شده( و سپس برای 𝑋سازی متدهای چرخش، همواره ابتدا تابع آپدیت برای گره  پیاده 
نویسی پویا شود. این رعایت تقدم و تأخر، از اصول بنیادین برنامه)که اکنون پدر شده( فراخوانی می𝑌گره 

 ( است.Tree DPروی درخت )

 (: Color Flipsها ) ب( مدیریت تغییر رنگ 

های قرمز نقض شود، سیستم مجبور به  (، هر زمان که قانون توالی رنگFixupدر طول عملیات ترمیم )
یا بالعکس(،   ۱به  ۰شود. پس از هر تغییر متغیر رنگ )تغییر از ها میها و عموهای آن تغییر رنگ گره 

 شود تا این تغییر بلافاصله در اثر انگشت گره لحاظ شود.گره فراخوانی می بلافاصله تابع آپدیت روی آن 

 (: Bottom-up Maintenanceج( انتشار تغییرات به سمت ریشه )

( آن گره تا ریشه درخت را  Ancestorsاضافه شدن یک گره جدید به عنوان برگ، هش تمامی اجداد )
ای تعبیه شده که از گره جدید آغاز شده و  سازد. به همین دلیل، در پایان عملیات درج، حلقه نامعتبر می 

⁡𝑂(logدر زمان   𝑁) کند.روزرسانی میپله بهها را تا رسیدن به ریشه، پله، مقدار هش و سایز تمامی گره 

 ( Sentinel Node / TNULL. معماری گره نگهبان )۴

(  Nullیا  Noneگر پوچ )های دودویی با اشاره های خالی در درختهای استاندارد، برگ سازیدر پیاده 
های سیاه های خالی به عنوان گره سیاه، برگ -شوند. با این حال، در مفاهیم درخت قرمزنشان داده می 

 شوند و در مسئله ما، باید در محاسبات فرمول هش نیز شرکت داده شوند.در نظر گرفته می 

ها، از یک گره مصنوعی و یکتا  های مکرر خالی بودن گره های پیچیده و بررسیبرای جلوگیری از کدنویسی
𝐶استفاده شده است. این گره دارای رنگ سیاه ) 𝑇𝑁𝑈𝐿𝐿به نام  = 𝑆(، سایز صفر ) 0 = ( و هش صفر 0

(𝐻 = ، به این گره متصل Noneگرهای چپ و راستِ خالی، به جای اتصال به ( است. تمامی اشاره 0
شوند. این الگوی طراحی، کد را در برابر خطاهای زمان اجرا مقاوم کرده و یکپارچگی محاسبات ریاضی می

 کند. را تضمین می

 ( Query Handlingها ). مکانیزم پاسخگویی آنی به کوئری۵

اند، عملیات ها در طول زمان به صورت بلادرنگ محاسبه و ذخیره شده با توجه به اینکه هش تمامی گره 
 شود.( با بالاترین سرعت ممکن انجام میCLONE_CHECKبررسی ایزومورفیسم )
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کنیم که مقادیر ( استفاده میHash Mapیا  Dictionaryسازی )زمینه از یک جدول درهمما در پس
کند. هنگام درخواست کاربر ها در درخت مرتبط میاعدادی ورودی را مستقیماً به آدرس حافظه آن گره 

 :𝑉و  𝑈های برای مقایسه گره 

 شود.استخراج می𝑂(1). ابتدا آدرس دو گره از دیکشنری در زمان  ۱

 شوند.( با یکدیگر مقایسه می𝐻(𝑉)و  𝐻(𝑈)ها ) . سپس مقادیر هش آن ۲

(،  Hash Collisionsها ). به عنوان لایه دوم امنیتی برای خنثی کردن احتمال بسیار ناچیز برخورد هش۳
𝑆𝑈گردند ) سایز دو زیردرخت نیز با هم مقایسه می == 𝑆𝑉.) 

دهد. کل این فرآیند استنتاج، در زمان  می YESدر صورت برقراری هر دو شرط، سیستم با قطعیت پاسخ 
 پذیرد. صورت می𝑂(1)ثابت  

 ( Complexity Analysis. تحلیل پیچیدگی )۶

 پیچیدگی زمانی: •

( نیازمند یافتن جایگاه، انجام حداکثر دو چرخش، چندین تغییر رنگ و پیمایش INSERTعملیات درج )
هاست که تمام این مسیرها متناسب با ارتفاع درخت هستند. بنابراین زمان رو به بالا برای آپدیت هش

⁡𝑂(logدرج اکیداً   𝑁) است. عملیات پرس( وجوCLONE_CHECK نیز شامل خواندن از دیکشنری و یک )
کوئری با 𝑄شود. در نهایت، پردازش اجرا می𝑂(1)مقایسه منطقی ساده است که در زمان مطلق 

⁡𝒪(𝑄logپیچیدگی   𝑁).انجام خواهد شد که از نظر عملکردی بسیار بهینه است 

 پیچیدگی مکانی )حافظه(:  •

یابد. گرها و صفات در حافظه تخصیص میبه ازای هر داده ورودی، یک شیء کامل )گره( شامل اشاره 
کند. در نتیجه پیچیدگی مکانی برابر با خطی  دیکشنری مرجع نیز به همان اندازه فضا اشغال می

𝒪(𝑁)های متداول مسابقات الگوریتمی کاملاً استاندارد و کارآمد است. باشد که برای محدودیتمی 

 

 جم : پاسخ سوال پن

هاست تا  ای از ساختمان داده وسیاه« نیازمند معماری چندلایههای سرخ مسئلهٔ »کوره جادویی و سندان
⁡𝑂(log( در زمان  Worst-caseها در بدترین حالت )بتواند به همهٔ کوئری 𝑁) یا𝑂(log⁡ 𝑄)  .پاسخ دهد
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( به دلیل  Cدر ++ unordered_mapدر پایتون یا  dictها )مثل فرض زبان استفاده از ساختارهای پیش
 Hashهای عمدی )( و خطر تصادم Dynamic Resizingاستفاده از جداول هش با تغییر اندازهٔ پویا )

Collision Attacksتواند پیچیدگی زمانی را به ( می𝑂(𝑄)نامه بر اساس تنزل دهد. بنابراین، این پاسخ
 ( تدوین شده است.Manualسازی کاملاً دستی )پیاده 

 لایهٔ سیستم معماری سه

 سیستم ما از سه بخش کاملاً مجزا اما متصل به هم تشکیل شده است: 

 ها. ای از پشتهآرایه ها(:لایهٔ فیزیکی )مدیریت سندان .1

 (.Segment Treeدرخت سگمنت ) ای:های بازه لایهٔ کوئری .2

سیاه ای و درخت سرخ ترکیب هشینگ چندجمله لایهٔ ردیابی و جستجوی نام )هستهٔ سخت(: .3
(RBT.) 

 
 ( Array of Stacksها ). لایهٔ فیزیکی: آرایهٔ پشته۱

همواره بالاترین شمشیر برداشته  MELTگیرند و در عملیات از آنجا که شمشیرها روی هم قرار می
 ( است.LIFOشود، ماهیت هر سندان دقیقاً منطبق بر یک پشته )می

𝑁( به طول std::vectorای از یک آرایه دو بعدی پویا )یا آرایه ساختار: • = 105 . 

   عملیات: •

o  درFORGE  تاپل ،(𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟, 𝑛𝑎𝑚𝑒) در زمان𝑂(1)  به انتهای پشتهٔ مربوط به سندان
𝑝𝑜𝑠( اضافهPushمی ).شود 

o  درMELT در زمان ،𝑂(1)  آخرین( عنصر پشته حذفPopمی ) .شود 

 
 (Segment Tree. لایهٔ کوئری: درخت سگمنت )۲

سرِ پشتهٔ هر به صورت آنلاین، ما فقط به مقدار قدرتِ  MAX_TOP L Rهای برای پاسخ به کوئری
 نیاز داریم، نه تمام شمشیرهای درون آن.  سندان
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4یک آرایه به طول  ساختار: • × 𝑁( ٔکه هر گره در آن، بیشینهMaximum بازهٔ متناظر خود را نگه )
 دارد. می

⁡𝑂(logبا پیچیدگی   :Updateتابع  • 𝑁) . 

o  وقتیFORGE  دهد، برگ متناظر با سندان رخ می𝑝𝑜𝑠 به مقدار𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟 شمشیر جدید
 شود. روزرسانی میبه

o  وقتیMELT دهد، مقدار برگ باید به قدرت شمشیرِ زیرین تغییر کند. اگر سندان  رخ می
( به بالا Rootشود. این مقدار به سمت ریشه )( می0کاملاً خالی شد، مقدار برگ صفر ) 

 کند. پدرها را اصلاح می maxحرکت کرده و مقدار 

⁡𝑂(logبا پیچیدگی   :Queryتابع  • 𝑁) . 

o   ٔبازه[𝐿, 𝑅] ها  های استاندارد درخت تجزیه شده و ماکزیمم آنای از زیربازه مجموعهبه
 شود. برگردانده می 

 
 ( و هشینگ دستی Red-Black Treeسیاه )-. لایهٔ جستجو: درخت سرخ۳

 است. ما باید یک رشته را جستجو کنیم.  INSPECT nameگویی به دستور چالش اصلی پاسخ 

⁡𝑂(logبرای تضمین پیچیدگی زمانی قطعیِ  𝐾) که(𝐾 از یک ،)تعداد شمشیرهای موجود استBST 
ها در هر گره، سربار محاسباتی دارد. کنیم. اما مقایسهٔ رشتهسیاه( استفاده می شده )درخت سرخ بالانس

 کنیم: بنابراین رشته را هش می

 (Polynomial Rolling Hashای )الف( هشینگ چندجمله

 کنیم. فرمول استفاده شده: ( تبدیل میKey( را به یک کلید عددی )𝑆ما نام شمشیر )رشته  

𝐻(𝑆) = (∑ (

∣𝑆∣−1

𝑖=0

𝑆[𝑖]−′𝑎′ + 1) × 𝑃𝑖) (mod𝑀) 

 

𝑃مقادیر ثابت:  • = 𝑀و 31 = 109 + 9. 
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∣)𝑂این تابع در زمان  • 𝑆 است( یک کلید 𝑂(1)کاراکتری، معادل   ۲۰)که با توجه به محدودیت (∣
 کند. یکتا تولید می

 (Manual RBTسیاه )-درخت سرخسازی دستی ب( پیاده

ذخیره   RBTایِ اصلی، قدرت و شماره سندان، در یک گره کلیدهای تولید شده به همراه نام رشته
(، بتوانیم چک کنیم  Collisionشوند. ذخیرهٔ نام اصلی برای این است که در صورت بروز تصادم هش )می

 ها دقیقاً یکسان هستند یا خیر.آیا رشته

شود. اگر ( اضافه میREDگره جدید به عنوان یک گره قرمز ):Insert-Fixupو   Insertعملیات  •
(  Uncleرخ داده است. در اینجا با بررسی رنگ “عمو” ) RBTپدر آن نیز قرمز باشد، نقض قانون 
( یا چرخش به Left Rotate(، چرخش به چپ )Color Flipگره، یکی از سه حالتِ تغییر رنگ )

⁡𝑂(log( در زمان  Right Rotateراست ) 𝐾)شود تا درخت دوباره متوازن گردد.انجام می 

  RBT، باید شمشیر حذف شده را در MELTهنگام عملیات :Delete-Fixupو   Deleteعملیات  •
-Black( باشد، ارتفاع سیاه درخت )BLACKپیدا کرده و پاک کنیم. اگر گره حذف شده سیاه )

Heightریزد. با اجرای ( در یک مسیر به هم میdelete_fixup ( و بررسی گره برادرSibling و )
چرخش و تعدادی تغییر رنگ، تعادل درخت در زمان   ۳فرزندان آن، با حداکثر 

𝑂(log⁡ 𝐾)گردد.بازمی 

 
 ( Execution Flowتحلیل روال اجرای دستورات )

 : FORGE name power posدستور  .1

o   ابتدا𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑛𝑎𝑚𝑒)محاسبه می( شود𝑂(1).) 

o  گره جدید درRBT شود )با موفقیت درج و بالانس می𝑂(log⁡ 𝑄).) 

o   شمشیر وارد پشتهٔ سندان𝑝𝑜𝑠می( شود𝑂(1) .) 

o  برگ𝑝𝑜𝑠  در درخت سگمنت به مقدار𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟شود )آپدیت می𝑂(log⁡ 𝑁) .) 

 : MELT posدستور  .2
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o   در زمان𝑂(1)آید. شده به دست می شود. نام شمشیر ذوبسر پشته چک می 

o  کلید𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑛𝑎𝑚𝑒) محاسبه شده و این گره ازRBT  به صورت دستیDelete  و درخت
Fixup شود ) می𝑂(log⁡ 𝑄).) 

o  شمشیر از پشتهPop می( شود𝑂(1) .) 

o  درخت سگمنت برای سندان𝑝𝑜𝑠شود ) با مقدار سر پشتهٔ جدید آپدیت می𝑂(log⁡ 𝑁).) 

 :INSPECT nameدستور  .3

o  محاسبهٔ هش𝑂(1) و جستجوی باینری روی کلیدها درونRBT شود انجام می
(𝑂(log⁡ 𝑄) اگر گره پیدا شد، مقادیر .)𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟 و𝑝𝑜𝑠شود. چاپ می 

 : MAX_TOP L Rدستور  .4

o   به سادگی یک تابع بازگشتی روی درخت سگمنت اجرا شده و خروجی در زمان
𝑂(log⁡ 𝑁)شود. تولید می 

 پیچیدگی نهایی

به ازای هر درخواست حداکثر  (:Worst-case Time Complexityزمان بدترین حالت ) •
𝑂(log⁡ 𝑁 + log⁡ 𝑄)شود. برای کل ای انجام میعملیات پایه𝑄 درخواست، زمان اجرا

𝑂(𝑄log⁡(max⁡(𝑁, 𝑄))).است که کاملاً مطلوب است 

ها در مجموع  ، پشته𝑂(𝑁)درخت سگمنت به اندازهٔ  (:Space Complexityفضای مصرفی ) •
𝑂(𝑄) های و گرهRBT  در بدترین حالت𝑂(𝑄)گیرند. فضای کل برابر است با  حافظه می𝑂(𝑁 +

𝑄). 

 

 پاسخ سوال ششم : 

( است که در آن چهار ساختمان Hybrid Systemحل این مسئله نیازمند طراحی یک سیستم ترکیبی )
توانند یک از این ساختارها به تنهایی نمی کنند. هیچدادهٔ پیشرفته به صورت همزمان و هماهنگ کار می
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ریز و یکدیگر متصل کنیم. در ادامه، ریزبهها را به تمام نیازهای مسئله را برآورده کنند، بنابراین ما باید آن
 شود. سازی و متصل میکنیم که هر ساختار چرا استفاده شده و چگونه پیاده با جزئیات کامل بررسی می

 
 های داده(. معماری و اجزای سیستم )کالبدشکافی ساختمان۱

 قلب تپنده نیاز داریم: ۴برای هر عملیات، ما به  O(log N) برای حل این مسئله در زمان بهینه

 ها هستهٔ مرکزی مدیریت شناسه -( Red-Black Treeسیاه ) -الف( درخت سرخ

توانیم از یک آرایه ساده بزرگ باشند و ما نمی 9^10توانند تا ( میidها ) شناسه  دلیل استفاده: •
 O(log N)نیاز داریم در زمان  REMOVEها استفاده کنیم. از طرفی برای عملیات برای ذخیره آن 

دقیقاً بدانیم عنصر با فلان شناسه چه ارزشی دارد، در کدام گروه است و مکانش در لیست 
 پیوندی کجاست.

کند، بلکه مقادیر  ( را ذخیره می id( در این درخت نه تنها کلید )Nodeهر گره ) نحوه عملکرد: •
val ،group  یک اشاره و( گرPointerبه گره متناظرش در لیست پیوندی )  دارد. این را نیز نگه می

ماند و از بدترین حالت  ( همواره متوازن میRotationsها )درخت با قوانین تغییر رنگ و چرخش
O(N) کند.جلوگیری می 

 هانگهبان بازه  -( Dynamic Segment Treeب( درخت سگمنت پویا ) 

، باید بیشترین ارزش را در یک بازه از  MAX_VAL L Rبرای پاسخ به کوئری  دلیل استفاده: •
است، یک درخت سگمنت معمولی   dots 10^9 1ها ها پیدا کنیم. چون دامنه شناسه شناسه 

 شود.( میMemory Limitباعث خطای کمبود حافظه )

سازیم! بلکه فقط ریشه را میلیارد نمی ۴ای به طول در سگمنت تری پویا، ما آرایه نحوه عملکرد: •
-Onداریم و هر زمان که به یک بازهٔ جدید نیاز شد، فرزند چپ و راست آن را در همان لحظه )

the-flyمی )( سازیمDynamic Node Allocation این ساختار برای هر گره، بیشترین .)val  در
 کند.آن بازه را ذخیره می

 ها حسابدار گروه -( Fenwick Tree / BITج( درخت فنویک )
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 Gتا  1های های فعال در گروهباید مجموع ارزش  GROUP_SUM Gبرای کوئری  دلیل استفاده: •
 را محاسبه کنیم. 

(، یک درخت فنویک استاندارد به  5^10ها معقول است )حداکثر چون تعداد گروه نحوه عملکرد: •
تعداد  M)که  O(log M)دهد در زمان سازیم. این درخت اجازه میمی 1+  5^10طول 
 ( بگیریم.Prefix Sumهاست( مقدار یک گروه را آپدیت کنیم و مجموع پیشوندی )گروه

 ها حافظهٔ زمانی گروه  -( Doubly Linked Listد( لیست پیوندی دوطرفه )

خواهد که وارد شده و  آخرین عنصری را می  RECENT_IN_GROUPعملیات  دلیل استفاده: •
های معمولی با عملیات حذف از وسط )به خاطر دستور ها یا پشتههنوز حذف نشده است. صف

REMOVE مشکل دارند و زمان )O(N) گیرند.می 

)انتها( داریم. وقتی   tail)ابتدا( و  headهای گر به نام برای هر گروه، دو اشاره  نحوه عملکرد: •
شود. چون لیست آن گروه متصل می tailشود، به عنوان یک گره جدید به عنصری اضافه می

گر آن )که دوطرفه است، اگر عنصری بخواهد حذف شود )حتی از وسط لیست(، با داشتن اشاره 
پیوندهای قبل و بعد آن را به هم وصل  O(1)توانیم در زمان گیریم( میسیاه می -از درخت سرخ

 کرده و آن را حذف کنیم. 

 
 کنند؟(ها با هم کار میدندهها )چگونه چرخجزء عملیاتبه. تشریح جزء ۲

 ADD id val group stringعملیات اول:  

 ساختار ثبت کند: ۴شود، سیستم باید عنصر را در هر وقتی این دستور صادر می

شود. سپس به ساخته می valو  idبا اطلاعات  ListNodeیک گره جدید از نوع  لیست پیوندی: .1
 شود.متصل می group( لیست مربوط به شماره Tailانتهای )

، ارجاعی به  groupو  valشود که علاوه بر ساخته می idگره جدیدی با کلید  سیاه:-درخت سرخ .2
سیاه  -گرهِ ساخته شده در مرحلهٔ قبل )در لیست پیوندی( دارد. این گره با حفظ قوانین سرخ

 (. O(log N)شود )زمان درج می
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پایین  idشود. از ریشه تا برگِ مربوط به شاخص متد آپدیت صدا زده می درخت سگمنت پویا: .3
$ قرار valسازیم. در برگ، مقدار بیشینه را برابر $ها را میرویم و در صورت نبودنِ مسیر، گره می
کنیم روزرسانی میهای پدر را بهتمام گره  max_valدهیم و در مسیر برگشت به بالا، مقادیر می

 شود.( شده و در گره ذخیره می Hash(. در این مرحله، رشتهٔ طلسم نیز هش )O(log N))زمان 

اضافه  groupبه ایندکس   valشود تا مقدار فراخوانی می add(group, val)متد  درخت فنویک: .4
 (. O(log M)های درگیر در درخت فنویک آپدیت شوند )زمان شود و تمام بازه 

 REMOVE idعملیات دوم:  

 ترین بخش سیستم است، زیرا حذف باید کاملاً تمیز انجام شود: این حساس

  val ،groupگردیم. اگر وجود داشت، می idسیاه به دنبال -ابتدا در درخت سرخ یافتن اطلاعات: .1
 کنیم. گرِ لیست پیوندیِ آن را استخراج میو اشاره 

زنیم تا دقیقاً همان را صدا می add(group, -val)با استفاده از اطلاعات بالا، متد  درخت فنویک: .2
 مقدار از مجموع گروه کم شود.

صدا  is_delete=Trueبا یک فلگ )پرچم(   idمتد آپدیت را برای شاخص  درخت سگمنت پویا: .3
( شود و با  infty-نهایت )شود مقدار آن در برگ برابر با منفی بیزنیم. این کار باعث میمی

 ها اصلاح شوند. های بازه برگشت به بالا، ماکزیمم

سیاه برداشتیم، مستقیماً به سراغ  -گری که از درخت سرخبا استفاده از اشاره  لیست پیوندی: .4
آن را به هم وصل  nextو   prevرویم. اگر گره در وسط است، گرهِ مربوطه در لیست پیوندی می

انجام  O(1)کنیم. این کار در زمان گروه را به گره قبلی منتقل می tailاست،  tailکنیم. اگر می
 شود! می

سیاه حذف کرده و قوانین تعادل و تغییر  - در نهایت، گره را از درخت سرخ سیاه:-درخت سرخ .5
 کنیم تا درخت به هم نریزد.( را اعمال میFixupرنگ )

 MAX_VAL L Rعملیات سوم:  

 سر و کار دارد: درخت سگمنت پویا این عملیات فقط با 
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باشد، مقدار  [L, R]کند. اگر بازهٔ گرهِ فعلی کاملاً درون می سیستم از ریشهٔ درخت سگمنت شروع 
max_val  گردد. اگر همپوشانی جزئی  نهایت برمیشود. اگر خارج از بازه باشد، منفی بی آن برگردانده می

گرداند. این  رود و بیشترین مقدار بین آن دو را برمیداشته باشد، سیستم به فرزندان چپ و راست می 
 شود.انجام می O(log (text{MAX_ID}))کار در زمان 

 GROUP_SUM Gعملیات چهارم: 

 است: درخت فنویکاین عملیات منحصراً به عهدهٔ 

ترین ارزش شروع کرده و با حذف کم Gکند. از را اجرا می Gسیستم کوئری استاندارد فنویک برای شاخص 
 O(logکند تا به صفر برسد. زمان اجرا: (، مقادیر ذخیره شده را جمع میLeast Significant Bitبیت )

(text{MAX_GROUP})) . 

 RECENT_IN_GROUP Gعملیات پنجم: 

 دهد: را نشان می لیست پیوندیسیاه و -این کوئری زیباییِ ترکیب درخت سرخ

$ را بررسی Gمربوط به گروه $ tailگر کند و اشاره نگاه می  tailsسیستم مستقیماً به آرایه/دیکشنری 
 کند. می

ذخیره شده در آن را  valوجود داشته باشد )یعنی لیست خالی نیست(، مقدار  tailاگر  •
 گرداند. برمی

 کند. را چاپ می EMPTY( باشد، پیغام Noneخالی ) tailاگر  •

کنیم، اینجا هیچ نیازی به را به درستی آپدیت می tailهمواره  REMOVEچون در عملیات  •
 آید. به دست می O(1)جستجو نیست و جواب در زمان مطلق 

 
 ( Complexity Analysisخلاصه تحلیل پیچیدگی )

 زمان:  •

• ADD :O(log N + log M +log (text{MAX_ID})) 

• REMOVE :O(log N + log M + log (text{MAX_ID})) 
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• MAX_VAL :O(log (text{MAX_ID})) 

• GROUP_SUM :O(log M) 

• RECENT_IN_GROUP :O(1) 

به لطف استفاده از سگمنت تری پویا و نودهای مستقل، حافظهٔ مصرفی   (:Spaceحافظه ) •
 O(Q log (text{MAX_ID}))است و در بدترین حالت  Qکاملاً متناسب با تعداد دستورات 

 مگابایت( قرار دارد. ۲۵۶شود که کاملاً در محدودهٔ مجاز مسابقات )معمولاً  حافظه مصرف می

 

 پاسخ سوال هفتم :

 تحلیل منطق الگوریتم  .۱

 :قانون اصلی را چک کنیم ۴داریم تا  (DFS) برای حل این سوال، ما نیاز به پیمایش درخت

 .باشد B ریشه color کنیم کهاز شروع پیمایش، چک میقبل  :قانون ریشه •

کنیم که  باشد، چک می R در هر گام از پیمایش بازگشتی، اگر گره فعلی :قرمز-قانون قرمز •
 .)یا نیل( باشند B فرزندانش حتماً 

ترین بخش است. تابع بازگشتی ما برای هر گره، "ارتفاع سیاه" پیچیدهاین  :قانون ارتفاع سیاه •
 .گرداندهای سیاه تا برگ( را برمی)تعداد گره 

)به معنی  1- اگر زیردرخت چپ و راست ارتفاع سیاه متفاوتی داشته باشند، تابع مقدار •
 .گرداندخطا( برمی

فرستد )انتشار  را به بالا می 1- برگرداند، گره فعلی نیز 1- ها خطایاگر یکی از زیردرخت •
 .خطا(

 پیچیدگی زمانی و فضایی .۲

 𝑂(𝑁) :پیچیدگی زمانی •

 .کنیم ما هر گره را دقیقاً یک بار ملاقات می •
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⁡𝑂(log یا 𝑂(𝐻) :پیچیدگی فضایی • 𝑁) 

است که متناسب با ارتفاع درخت بازگشتی  (Stack) فضای مصرفی مربوط به پشته •
 .باشدمی

 

 پاسخ سوال هشتم : 

 تحلیل منطق الگوریتم  .۱

کنیم. الگوریتم درج شامل مراحل زیر سازی میکامل پیادهRedBlackTree  در این سوال، ما یک کلاس
 :است

 .کنیممی RED عدد را در محل مناسب درج کرده و رنگ آن را  (BST Insert) : درج باینری .1

شود. سه قرمز نقض می-باشد، قانون قرمز RED اگر والد گره جدید نیز (Fix-up): اصلاح .2
 :آیدحالت پیش می

کنیم.  رنگ والد و عمو را سیاه، و رنگ پدربزرگ را قرمز می :عمو قرمز( ) ۱حالت  •
 .گذاریمرا روی پدربزرگ می z نشانگر

دهیم تا به حالت خطی تبدیل یک چرخش انجام می :مثلثی( -عمو سیاه )  ۲حالت  •
 .شود

رنگ والد را سیاه و پدربزرگ را قرمز کرده، سپس چرخش  :خطی( -عمو سیاه ) ۳حالت  •
 .دهیمروی پدربزرگ انجام می

 پیچیدگی زمانی  .۲

 .برد زمان می 𝑶(𝐥𝐨𝐠⁡𝑵) پیدا کردن محل مناسب :درج •

 ۲اما حداکثر  (𝑶(𝐥𝐨𝐠⁡𝑵)) روددر بدترین حالت، تغییر رنگ تا ریشه بالا می :(Fix-up) اصلاح •
 .(𝑶(𝟏)) شودچرخش انجام می

 O(Q log Q) :برای کل عملیات Qعدد  •

 


